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Ïîñòðîåíà ìîäåëü òðåõçâåííîãî áàëî÷íîãî ñîåäèíåíèß, íà îñíîâå êîòî-
ðîãî ñòðîèòñß ìàòåìàòè÷åñêàß äèñêðåòíàß ìîäåëü ìàòåðèàëà ñ õèðàëü-
íîé áàëî÷íîé ìèêðîñòðóêòóðîé. Ïîëó÷åíà ìîäåëü ìèêðîïîëßðíîãî òè-
ïà àïïðîêñèìèðóþùåé õèðàëüíîé ñðåäû. Äàí àíàëèç ìîäåëåé, îáóñëîâ-
ëåííûõ ñòðóêòóðîé îñîáåííîñòåé ïîâåäåíèß ìàòåðèàëà.
Model for three-link beam connection and then discrete mathematical
model for material with chiral beam-like microstructure are obtained.
The micropolar type model for approximating chiral media is derived.
Analysis of the models and peculiarities of material behavior deﬁned by
microstructure is given.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: õèðàëüíîñòü, áàëî÷íàß ìèêðîñòðóêòóðà, ìèêðîïî-
ëßðíàß ìîäåëü.
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1. Ââåäåíèå
Ðàçðàáîòêà ñòðóêòóðíûõ ìîäåëåé ìàòåðèàëîâ ñ íåîáû÷íûìè ñâîéñòâàìè, ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëß ïðîãíîçà õàðàêòåðèñòèê òàêèõ ìàòåðèàëîâ è ïîâåäåíèß
èçäåëèé èç íèõ ïðåäñòàâëßåòñß àêòóàëüíîé çàäà÷åé.
Ðåøåòêè ñ áàëî÷íîé ìèêðîñòðóêòóðîé, â êîòîðûõ ñîåäèíßþùèå ÷àñòèöû ýëå-
ìåíòû ñîïðîòèâëßþòñß èçãèáàì, ÷àñòî èñïîëüçóþòñß ïðè ìîäåëèðîâàíèè ãðàíó-
ëèðîâàííûõ ìàòåðèàëîâ, ñëîæíûõ êðèñòàëëîâ, ïîðèñòûõ ìàòåðèàëîâ, áèîìàòåðè-
àëîâ (êîñòíàß òêàíü), à òàêæå áàëî÷íûõ êîíñòðóêöèé [1]. Â òàêèõ ìîäåëßõ èñ-
ïîëüçóåòñß îáû÷íûé êîíå÷íûé ýëåìåíò áàëî÷íîãî òèïà. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè
äëß òàêèõ ìàòåðèàëîâ ðàçðàáàòûâàëèñü, íàïðèìåð, â ñòàòüßõ [2-5]. Îòìå÷àåòñß
ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå êîíòèíóàëüíûõ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìîäåëåé. Òàêèå ìîäåëè
ïîçâîëßþò âûðàçèòü ìàêðî-õàðàêòåðèñòèêè òåë ÷åðåç ïàðàìåòðû ìèêðîñòðóêòóðû
[2, 3]. Êðîìå òîãî, êîíòèíóàëüíûå ìîäåëè ïîçâîëßþò ïîëó÷àòü àïïðîêñèìàöèîí-
íûå ðåøåíèß, èñïîëüçóß ðàçâèòûå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû êîíòèíóàëüíîé ìåõàíè-
êè. Íàïðèìåð, â ñòàòüå [4] íà îñíîâå êîíòèíóàëèçàöèè ðàññìàòðèâàþòñß âîïðîñû
ðàçðóøåíèß ß÷åèñòûõ ìàòåðèàëîâ ñ áàëî÷íîé ìèêðîñòðóêòóðîé ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàçâèòûõ ìåòîäîâ è ðåøåíèé êîíòèíóàëüíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèß. Êàê ïðàâèëî,
ñòðóêòóðíûå ìàòåðèàëû âêëþ÷àþò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, ÷òî çàòðóäíßåò
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ðàñ÷åò è àíàëèç íà îñíîâå äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé, ïîñòðîåííûõ äëß ýëåìåíòîâ. Ïî-
ýòîìó êîíòèíóàëüíûå ìîäåëè ìîãóò áûòü îñíîâîé ýôôåêòèâíûõ ðàñ÷åòíûõ ñõåì.
Â ñòàòüå [5] îáîáùåííûå êîíòèíóàëüíûå ìîäåëè èñïîëüçóþòñß äëß àíàëèçà íàïðß-
æåííîãî ñîñòîßíèß âáëèçè îòâåðñòèé â ìàòåðèàëàõ ñ áàëî÷íîé ìèêðîñòðóêòóðîé
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ êîíòèíóàëüíîé ìåõàíèêè ñ ðàñ÷åò-
íûìè ß÷åéêàìè, âêëþ÷àþùèìè íåñêîëüêî ß÷ååê ìîäåëèðóåìîãî ìàòåðèàëà.
2. Ìîäåëü òðåõçâåííîãî áàëî÷íîãî ñîåäèíåíèß
Â êà÷åñòâå áàçîâîãî ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé èñïîëüçóåì îáû÷íûé áàëî÷íûé
êîíå÷íûé ýëåìåíò (ðèñ. 1à) ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé, ÷àñòî èñïîëüçóåìîé ïðè
























ãäå u1, u2 - ïðîäîëüíûå, à v1, v2  ïîïåðå÷íûå ñìåùåíèß ëåâîãî è ïðàâîãî êîíöîâ
áàëêè, ϕ1, ϕ2 - óãëû ïîâîðîòîâ êîíöîâ áàëêè, E- ìîäóëü Þíãà, I- ìîìåíò èíåðöèè,
A- ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèß, L- äëèíà áàëî÷íîãî ýëåìåíòà.
Ðèñ. 1: (à) Áàëî÷íûé êîíå÷íûé ýëåìåíò. (á) Òðåõçâåííîå ñîåäèíåíèå áàëî÷íîãî òèïà.
Â íàñòîßùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåì áîëåå îáùèé òðåõçâåííûé áàëî÷íûé ýëå-
ìåíò (ðèñ. 1á). Äëß êàæäîãî çâåíà, ïðåäïîëàãàß æåñòêîå ñîåäèíåíèå â óçëàõ, â
÷àñòíîñòè, íåèçìåííîñòü óãëà ñîåäèíåíèß áàëî÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè îáùåì ïîâîðî-
òå â óçëå, èñïîëüçóåì áàëî÷íóþ ìîäåëü (1) [1, 2]. Óçëû 3 è 4 ßâëßþòñß âíóò-
ðåííèìè óçëàìè òðåõçâåííîãî ýëåìåíòà. Èõ ïåðåìåùåíèß è âðàùåíèß ìîãóò áûòü
îäíîçíà÷íî âûðàæåíû ÷åðåç ïåðåìåùåíèß è âðàùåíèß óçëîâ 1 è 2. Èñêëþ÷èâ,
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èñïîëüçóß òàêîå âûðàæåíèå, ñòåïåíè ñâîáîäû óçëîâ 3 è 4 (âûïîëíèâ ñòàòè÷å-
ñêóþ êîíäåíñàöèþ â òåðìèíîëîãèè ÌÊÝ), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëß ïîòåíöèàëü-















ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèß (2) äëß õàðàêòåðèñòèê äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòî-
ßíèß òðåõçâåííîãî ýëåìåíòà (â íèõ ïðèíßòî L = h). Âûðàæåíèß ïàðàìåòðîâ
Kijïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñëîæíîãî ñîåäèíåíèß ÷åðåç ìèêðîñòðóêòóðíûå ïàðà-




















Àíàëîãè ïåðâûõ òðåõ ñîñòàâëßþùèõ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (4) ñëîæíîãî áà-
ëî÷íîãî ýëåìåíòà åñòü â ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îáû÷íîãî áàëî÷íîãî ýëåìåíòà (1).
Åñëè èçãèá îòñóòñòâóåò, òî åñòü ïðè a = 0, ïàðàìåòð K12 = 0 è âûðàæåíèå (4)
äàåò ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ (1-3). Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íóþ ñòðóêòóðó èìååò
ïîòåíöèàëüíàß ýíåðãèß, èñïîëüçóåìàß ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìàòåðèàëîâ ñ ó÷åòîì
êîíå÷íîñòè ÷àñòèö â [6-8], à òàêæå åå êîíòèíóàëüíûé àíàëîã, èñïîëüçóåìûé â ìèê-
ðîïîëßðíîé òåîðèè óïðóãîñòè [9]. Ïîòåíöèàëüíàß ýíåðãèß òðåõçâåííîãî áàëî÷íîãî
ýëåìåíòà (4) ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíî êà÷åñòâåííî íîâûé ÷åòâåðòûé ÷ëåí, îïðåäå-
ëßþùèé îñîáåííîñòè äåôîðìèðîâàíèß òàêîãî ýëåìåíòà. Ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå
ïåðåìåùåíèß â íåì ñâßçàíû. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå, åñëè óçåë 1 æåñòêî çàêðåïëåí,
ïðè ìàëîì ïðîäîëüíîì ïåðåìåùåíèè óçëà 2 ∆u îí îòêëîíßåòñß â ïîïåðå÷íîì






Â ñëó÷àå îáû÷íîãî áàëî÷íîãî ýëåìåíòà, êîãäà K12 = 0, òàêîå îòêëîíåíèå îòñóò-
ñòâóåò. Òî åñòü òðåõçâåííûé ýëåìåíò, â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî, ÷àñòè÷íî ïðåîáðàçóåò
ïðîäîëüíîå ñìåùåíèå â ïîïåðå÷íîå, ïðè ýòîì ïî íàïðàâëåíèþ îòêëîíåíèß ìîæíî
ñóäèòü ñæèìàåòñß ýëåìåíò èëè ðàñòßãèâàåòñß.
3. Äèñêðåòíàß ìîäåëü
Íà îñíîâå ââåäåííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå òðåõçâåííîãî áàëî÷íîãî ñîåäè-
íßþùåãî ýëåìåíòà ìîæíî ïîñòðîèòü êâàäðàòíóþ ðåøåòêó. Áëàãîäàðß ñïåöèôè-
êå ýëåìåíòà, ýòà ðåøåòêà õèðàëüíîãî òèïà (ðèñ. 3à). Óçëû êâàäðàòíîé ðåøåòêè
íà ðèñóíêå îòìå÷åíû êðóæî÷êàìè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (4)
ñòðîèì äëß íèõ ðàçíîñòíûå óðàâíåíèß ñòàòèêè. Äëß óçëà (i, j) óðàâíåíèß èìåþò
âèä
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Ðèñ. 2: Ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû ïîïåðå÷íûå ñìåùåíèß ∆v â çàâèñèìîñòè îò ðàç-













∆xxv −∆yyv − 12h∆xϕ
)












+F yi,j = 0, (5)(
K33 − 14h2K22
)
(∆xxϕ+∆yyϕ) + 12hK22 (∆xv −∆yu− 4hϕi,j)+
+ 14K12h (∆xu+∆yv) +Mi,j = 0,
ãäå F xi,j , F yi,j - êîìïîíåíòû ñèëû, à Mi,j - ìîìåíò, ïðèëîæåííûé â óçëå, è èñïîëü-
çîâàíû ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèß äëß êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:
∆xw = wi+1,j − wi−1,j , ∆xxw = wi+1,j − 2wi,j + wi−1,j ,
∆yw = wi,j+1 − wi,j−1, ∆yyw = wi,j+1 − 2wi,j + wi,j−1.
Íà ðèñ. 3á ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà äåôîðìèðîâàíèß õèðàëüíîé ðåøåò-
êè. Â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå óçëû íèæíåé è âåðõíåé ãðàíåé, îòìå÷åííûå
êðóæî÷êàìè, æåñòêî ïåðåìåùàþòñß íà ìàëóþ âåëè÷èíó ∆v â ïîïåðå÷íîì íàïðàâ-
ëåíèè, ïðè ýòîì ýòè óçëû ìîãóò ñâîáîäíî ïåðåìåùàòüñß â ïðîäîëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè. ×òîáû èñêëþ÷èòü ïðîäîëüíûé ñäâèã îáðàçöà, ïðåäïîëàãàåòñß îòñóòñòâèå
ïðîäîëüíîãî ñäâèãà öåíòðàëüíîãî óçëà. Îáû÷íàß áàëî÷íàß ðåøåòêà äåôîðìèðóåò-
ñß ïðè ýòîì ñèììåòðè÷íî. Â îòëè÷èå îò íåå õèðàëüíàß ðåøåòêà íàêëîíßåòñß. Äëß
íàãëßäíîñòè îòìå÷åííûå êðóæî÷êàìè óçëû âíåøíåãî êîíòóðà â èñõîäíîì ñîñòîß-
íèè ñîåäèíåíû ïóíêòèðíîé ëèíèåé, à â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîßíèè  ñïëîøíîé.
4. Îáîáùåííàß êîíòèíóàëüíàß ìîäåëü
Âî ââåäåíèè áûëî îòìå÷åíî çíà÷åíèå êîíòèíóàëüíûõ ìîäåëåé. Óðàâíåíèß êîí-
òèíóàëüíîé ìîäåëè ïîëó÷àåì äëèííîâîëíîâûì ïåðåõîäîì, ðàñêëàäûâàß êîìïî-
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Ðèñ. 3: (à) Õèðàëüíàß êâàäðàòíàß ðåøåòêà ñ áàëî÷íîé ìèêðîñòðóêòóðîé. (á) Ñõåìà-
òè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ñìåùåíèé óçëîâ ðåøåòêè ïðè ìàëîì ïîïåðå÷íîì ñìåùåíèè óçëîâ
âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö íà âåëè÷èíó 2∆v.
íåíòû îáîáùåííûõ ïåðåìåùåíèé â äèñêðåòíûõ óðàâíåíèßõ (5) â ðßä Òåéëîðà äî
ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðßäêà âêëþ÷èòåëüíî
K11uxx +K22 (uyy + ϕy) +
1
2
K12 (vxx − vyy − ϕx) + fx (x, y) = 0,
K11vyy +K22 (vxx − ϕx) + 12K12 (uxx − uyy − ϕy) + fy (x, y) = 0, (6)(
K33 − 14h2K22
)
(ϕxx + ϕyy) +K22 (vx − uy − 2ϕ)+
+ 12K12 (ux + vy) +m (x, y) = 0,
ãäå fx(x, y) = F xi,j/h2, fy(x, y) = F yi,j/h2, m(x, y) = Mi,j/h2 - ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåííûõ ñèë è ìîìåíòîâ.
Îñîáåííîñòüþ ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû ßâëßåòñß âàæíîñòü ó÷åòà âðàùåíèé óç-
ëîâ. Ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèßìè êîíòèíóàëüíîé ìîäåëè ßâëßþòñß íå óðàâíåíèß
êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, à óðàâíåíèß ìèêðîïîëßðíîãî òèïà [9]. Óðàâíå-
íèß òàêîãî òèïà ßâëßþòñß ìîäåëßìè ìàòåðèàëîâ ñ ó÷åòîì êîíå÷íîãî ðàçìåðà è
ïîâîðîòîâ ÷àñòèö [6-8], à òàêæå ìàòåðèàëîâ ñ áàëî÷íîé ìèêðîñòðóêòóðîé [2-5]. Â
îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àåâ óðàâíåíèß (6) âêëþ÷àþò äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí ñ
K12, îïèñûâàþùèé îïðåäåëßåìûå õèðàëüíîñòüþ ñòðóêòóðû ñâîéñòâà ìàòåðèàëà.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè a = 0, òî åñòü ïðè K12 = 0, óðàâíåíèß (6) äàþò ìèêðîïîëßð-
íûå óðàâíåíèß îáû÷íîé êâàäðàòíîé áàëî÷íîé ðåøåòêè [2].
Çàêëþ÷åíèå
Â íàñòîßùåå âðåìß ïðèâëåêàþò íàðàñòàþùåå âíèìàíèå ïðîáëåìû ðàçðàáîòêè
ñòðóêòóðíûõ è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìàòåðèàëîâ ñ íåîáû÷íûìè ñâîéñòâàìè,
êîòîðûå íàõîäßò âñå áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ
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ïðèëîæåíèßõ. Â ÷àñòíîñòè, ðàçðàáàòûâàþòñß ñòðóêòóðíûå è ìàòåìàòè÷åñêèå ìî-
äåëè ìàòåðèàëîâ ñ àóêñåòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè [10, 11], òî åñòü ìàòåðèàëîâ, îá-
ëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ðàñøèðßòüñß ïðè ðàñòßæåíèè (ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöè-
åíòîì Ïóàññîíà). Íàñòîßùàß ñòàòüß ïîñâßùåíà ðàçðàáîòêå ìîäåëåé è èçó÷åíèþ
îñîáåííîñòåé äåôîðìèðîâàíèß ìàòåðèàëîâ ñ õèðàëüíîé ìèêðîñòðóêòóðîé. Òåëà ñ
õèðàëüíîé ñòðóêòóðîé íà îñíîâå ÷àñòèö êîíå÷íîãî ðàçìåðà ðàññìàòðèâàëèñü, íà-
ïðèìåð, â ðàáîòå [12]. Â äàííîé ñòàòüå ñòðîßòñß ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è èçó÷à-
þòñß ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ñ õèðàëüíîé áàëî÷íîé ìèêðîñòðóêòóðîé. Àóêñåòè÷åñêèå
ñâîéñòâà ðàññìîòðåííîãî ìàòåðèàëà îáñóæäàëèñü â ñòàòüå [13].
Â ðàçäåëå 2 ñòàòüè ñòðîèòñß ïîòåíöèàëüíàß ýíåðãèß òðåõçâåííîãî ñîåäèíåíèß,
êîòîðàß îáîáùàåò ÷àñòî èñïîëüçóåìóþ â ìîäåëèðîâàíèè ìàòåðèàëîâ ñ áàëî÷íîé
ìèêðîñòðóêòóðîé ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ áàëî÷íîãî ýëåìåíòà. Âíåñåííîå èçìå-
íåíèå ïîçâîëßåò ñòðîèòü ìîäåëè òåë ñ õèðàëüíîé ñòðóêòóðîé. Äàëåå ïîñòðîåíà
äèñêðåòíàß ìîäåëü (ðàçäåë 3), ïîëó÷åíà êîíòèíóàëüíàß ìîäåëü ñîîòâåòñòâóþùåé
õèðàëüíîé ñðåäû ìèêðîïîëßðíîãî òèïà (ðàçäåë 4). Îòìå÷åíû îñîáåííîñòè ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè, äèñêðåòíîé è êîíòèíóàëüíîé ìîäåëåé, îòëè÷àþùèå èõ îò êëàñ-
ñè÷åñêèõ ìèêðîïîëßðíûõ ìîäåëåé. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ, äåìîíñòðèðóþùèå îñîáåííîñòè äåôîðìèðîâàíèß ââåäåííûõ ñîåäèíåíèé
è îáóñëîâëåííûå õèðàëüíîñòüþ èíòåðåñíûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèß ìàòåðèàëà. Èí-
òåðåñ, íà íàø âçãëßä, ïðåäñòàâëßþò, â ÷àñòíîñòè, ìîäåëü òðåõçâåííîãî áàëî÷íîãî
ýëåìåíòà, êîòîðóþ óäàëîñü ïðåäñòàâèòü â êîìïàêòíîì âèäå ñîîòíîøåíèß (4), ðàç-
âèòèå ñòðóêòóðíîãî ïîäõîäà [2-5] äëß èíòåðïðåòàöèé è âûäåëåíèß ïðàêòè÷åñêè
çíà÷èìûõ âàðèàíòîâ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé ìèêðîïîëßðíîé òåîðèè.
Äàëüíåéøàß ðàçðàáîòêà òåîðèè, îáîáùåíèå ìîäåëåé, áîëåå óãëóáëåííîå èçó-
÷åíèå ñâîéñòâ è ýôôåêòîâ ìàòåðèàëîâ ñ õèðàëüíîé ìèêðîñòðóêòóðîé íà âçãëßä
àâòîðîâ ïðåäñòàâëßåò èíòåðåñ è ïëàíèðóåòñß â ïîñëåäóþùèõ ñòàòüßõ.
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